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广义 Pascal 矩阵 及 其 代数 性 质 * 


Æ #, B B, RRS 
(南昌 大 学 理学 院 数学 系 ， 南 昌 330031) 

摘 要 : Pasca 矩阵 及 其 推广 形式 的 代数 性 质 的 研究 在 电子 工程 、 组 合 数学 、 快 速算 法 、 微 分 方程 数值 解 
等 领域 有 着 广泛 的 应 用 。 本 文 利用 多 项 式 空 间 基 变 换 的 方法 ， 新 给 出 了 几 类 广义 Pascal 和 矩阵 ， 
即 广义 左 -Pascal 和 矩阵 、 广 义 右 -Pascal 和 矩阵 和 推广 的 广义 Pascal 和 矩阵 的 一 些 代数 性 质 的 简洁 证 
明 ， 同 时 给 出 了 这 几 类 广义 Pascal 和 矩阵 一 些 新 的 代数 性 质 。 
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Im 
gu 
hi 


Pascal 和 矩阵 有 着 悠久 的 历史 ， 早 在 1303 年 ， 国 外 的 数学 家 便 给 出 了 其 定义 。 在 中 国 ，500 多 
年 前 数学 家 杨辉 也 给 出 了 其 定义 ， 因 此 在 中 国 Pascal 抢 阵 又 被 称 为 “杨辉 三 角 ”。Pascal 拢 
阵 在 众多 领域 有 着 广泛 的 应 用 ， 例 如 组 合 论 、 概 率 论 、 线 性 代数 由、 电子 工程 避 、 序 列 统 
计 印 等 。 近 年 来 ， 国 内 外 众多 学 者 对 Pascal 和 矩阵 及 其 推广 形式 的 相关 代数 性 质 和 组 合 性 质 进 
AT T UA 13, MA d, Xe ib, WMA X Pascal 矩阵 的 相关 代数 性 质 均 是 利用 组 合 数学 中 的 
一 些 恒等式 来 研究 的 。 本 文 利用 多 项 式 空间 不 同 基 之 间 的 关系 ,研究 给 出 了 广义 左 -Pascal 矩 
阵 、 广 义 右 -Pascal 和 矩阵 和 推广 的 广义 Pascal 和 矩阵 的 一 些 代数 性 质 ， 并 更 正 了 文献 [113 中 的 一 
处 错误 。 


2 ”定义 与 记号 


定义 1 n-c1BrF-fBPascal&BE P, 定义 如 下 


i 
Pa(i, j) = . 》 i,j —0,1,---,mn, (1) 
J 
i 


其 中 ， Xj >ihf, / 一 0。 
J 
EX2 ie, gy 为 两 个 任意 非 零 的 实数 ， 推 广 的 广义 Pascal 和 矩阵 亚 a(z,y) 为 


Pnl, yi, j) 2 ^y? ( r | , i,j —0,1,.-- jm, (2) 
I 
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V, ( -= =) = V, (2, -) 


定义 303 gr, y A IAEERCIESE RO SG T XUIE- Pascal HR 9, (z, y) A 


容易 看 出 


$.,(r,y;i, j) magi ( : | 》 i,j —0,1,..- n. (3) 
J 
XEXLAUS 设 z,y 为 两 个 任意 非 零 的 实数 ， 广 义 右 -Pascal 和 矩阵 Q(zx,y) 为 
osea eee ( jose (4) 
n-j 


显然 ， 当 z = 1 y=1 时 ,， (1,1) = V4(1,1) = 04(1,1) = Ps. 
定义 5 Br, y 为 两 个 任意 非 零 的 实数 ， 广 义 上 -Pascal 矩阵 Fu(z,y) 为 


I's(z,y;i, j) 二 amt dae 》 i,j = 0,1,- ;n. (5) 
n—j 


ii RE 为 实数 域 上 关于 t 的 次 数 不 超 过 nn 的 多 项 式 全 体 。 


3 ”主要 结论 
在 文献 [13] 中 ， 作 者 利用 组 合 恒等式 的 方法 给 出 了 如 下 的 结果 
ey LU 
Ba (x,y) &,( z, 2) 


容易 验证 该 等 式 是 不 成 立 的， 下 面 我 们 将 通过 一 种 简单 直观 的 方法 即 多 项 式 空间 的 基 变 换 
的 方法 来 证 明 下 面 定理 。 
定理 13] [7X Ac Pascal ERE o, (x, y) 的 道 和 矩阵 为 
aspe (t.t 
ra=- r) 
证 明 由 于 Rt 是 实数 域 上 关于 t 的 次 数 不 超 过 nn 的 多 项 式 全 体 , 则 {1,t, 如 ,… 0) 为 R[t]s 
的 一 组 基 。 显 然 ， 当 zx, y 为 两 个 任意 非 零 的 实数 时 ，{1, + yt, (£+ yt), , (z - yt)^) t4 
空间 R(t], 的 一 组 基 。 下 面 考 虚 这 两 组 基 之 间 的 关系 : 
由 于 


1 0 0 ee 0 
1 1 1 
z y 0 Sat 0 
t t t 
Z 十 gf z? 2zy y? e 0 p E 
(tw) |-|. t [-9scy)|! 


( n n 5 n=l " n—2,,2 244 B n n n 
T+ yt) Tz ^ ry 3 Z ‘y y t t 
n 
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因此 ， 从 基 (1,002, t) 到 基 (1, z+ yt, (m yt)?, =, (x + yt)^) EREA 9, (x, y); 
简 记 为 


类 似 地 可 得 
ð, (=2,1 
EEE EEE EET tide E E (7) 


z! (x,y) -e,(- z -). 


EH 20 (封闭 性 ) Bp, q, u, v AIRRA, M 9, (p, q)6, (u, v) = Bn(p+ qu, qu): 
证 明 因为 


(1,5 ,t"} 


又 


m , o, i 
Ss), {1, w+ vt,--- , (ut+ vt)^Y (0,0, (1, p^ qu qut,- , (p+ qu qut)" ), 


(1,t--- Eu Ss (pua), {1,p+ qu^ qut,--- , (p+ qu + qvt)^), 
故 有 (p,q)®n (u, v) = Bn(p + qu, qv)- 


推论 103] B(x, y) = Bn(z(1 +y +y? + ty), y"). 
定理 3 广义 右 -Pascal 和 矩阵 Qu(z,y) H3 Ap 


9 (5) = rn( 子 ,二 )， (8) 
即 广义 右 -Pascal ERE RXR E A — A X. E-Pascal 矩阵。 
证 明 由 于 
{er trl, 1} ED, {1,y +t , (y+ zh)"), 
{y+ at, , (y + xt) ) 120959), m in, AY, i 
故 
xen (21) 
定理 4 广义 左 -Pascal 和 矩阵 更 *(z;,y) 与 广义 右 -Pascal 和 矩阵 Qu(z,y) 有 如 下 关系 
OQ, (z, y) = Bn (z, y)Qn (0, 1). (10) 


T4(0,1) 


证 明 由 于 {1,t,… ut) — 5 (tt73,.-.,1), BEER (6) RA (9) SNB RTUE. 
定理 5(6] H RJ" X. Pascal pE V, (x, y) 的 道 矩阵 为 


V.(r,y)- V.( - =) = Va (2, =} 


证 明 因为 
(1t. ,t"} le) {1,y(z + yt), y" (z + yt)" ), 
—g.l 
{1,y(z2 + ut), -- y^ (z + yt)" e 93) {1,t, jt. 
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Vs) = Yn (6, c) = e (os -). 


i 在 文献 [和 中， 作者 定义 了 两 类 广义 Pascal 和 矩阵 即 第 一 类 广义 Pascal 和 矩阵 和 第 二 类 广 
义 Pascal 和 矩阵 ， 并 利用 组 合 恒等式 的 方法 证 明了 这 两 类 广义 Pascal 和 矩阵 的 一 些 代 数 性 质 。 同 
样 ， 车 利用 本 文中 所 介绍 的 基 变 换 的 方法 ， 可 以 较 简 单 、 直 观 地 给 出 其 证 明 ， 且 可 以 很 容易 地 
导出 这 两 类 矩阵 的 一 些 新 的 代数 性 质 。 
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Generalized Pascal Matrices and Their Algebraic Properties 
WANG Xiang, LIAO Dan, ZHU Chuan-xi 


(Department of Mathematics, School of Science, Nanchang University, Nanchang 330031) 
Abstract: The algebraic property of Pascal matrices and its generalized forms have wide applications in 
electronic engineering, combinatorics, fast algorithm, and numerical solutions to differential equations. 
By means of the basis transformation in polynomial space, à new and simplified proof is presented for 
the algebraic properties of some generalized Pascal matrices, i.e., the generalized left Pascal matrices, 
the generalized right Pascal matrices and the extended generalized Pascal matrices. Moreover, some 
new algebraic properties of these matrices are given. 

Keywords: Pascal matrices; polynomial; basis transformation; algebraic properties 
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